PROBEKLAUSUR 07/08 


2. Die Polynome 2 + T 2 und 3 + T liegen in U. Wir zeigen, dass (2 + T 2 ,3 + T) eine 
Basis von U ist. 

Erzeugendensystem: Sei 2a + 36 + bT + aT 2 £ U. Dann gilt 
2a + 36 + 6T + aT 2 = a(2 + T 2 ) + 6(3 + T), 
und es folgt, dass (2 + T 2 ,3 + T) ein Erzeugendensystem von U ist. 


Lineare Unabhängigkeit: Die beiden Polynome 2 + T 2 und 3 + T sind keine 
Vielfachen voneinander. Es folgt, dass sie linear unabhängig sind. 

Da die Polynome in U liegen, ein Erzeugendensystem von U bilden und linear 
unabhängig sind, bilden sie eine Basis von U. 


Nachklausur 07/08 

2. Mit a = 1 und 6 = 0 gilt 1 + T 2 + T 3 £ U, und mit a = 0 und 6 = 1 
gilt T + T 3 £ U. Diese Polynome sind linear unabhängig, denn sie sind keine 
Vielfachen voneinander. Wir zeigen nun, dass sie auch ein Erzeugendensystem 
von U bilden. Dazu sei a + bT + aT 2 + (a + 6)T 3 £ U. Dann gilt a + bT + 
aT 2 + (a + 6)T 3 = a(l + T 2 + T 3 ) + b(T + T 3 ), somit ist jedes Polynom in U 
eine Linearkombination der Polynome 1 + T 2 + T 3 und T + T 3 . Es folgt, dass 
1 + T 2 + T 3 ,T + T 3 eine Basis von U ist. 
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2. Es ist (1, T, T 2 ) eine Basis von V. Es gilt /(1) = /(T) = jj und 

f(T 2 ) = ^j. Damit ist 

((! !)■(-. S)) 

ein Erzeugendensystem von Bild(/). Wir überprüfen, ob die Matrizen linear unab¬ 
hängig sind. Dafür seien a, 6, c £ R, sodass gilt: 

(l 0\ , , (l 0\ , ( 0 2\ (a + b 2c \ (O o\ 

“(o -lj +i, (o oj = (-c b —aj = yO oj- 

Es folgt c = 0 und 6 — a = 0, also b = a. Aus a + b = 2a = 0 folgt a = 0, und damit 
6 = 0. Somit sind die Matrizen linear unabhängig und bilden daher eine Basis von 
Bild(/). 
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2. Wir setzen die Standardbasisvektoren von M 22 W in / ein und erhalten 
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Diese Matrizen bilden ein Erzeugendensystem von Bild(/). Wir zeigen, dass sie linear 
imabhängig sind. Dazu seien a, b, c, d € R mit 


fi 0 o\ .(0 1 o\ (0 1 o\ ,(o 0 l\ 
ö (o 1 lj +b y 0 oJ +c (o 0 oJ +d (o 1 oj 


(a b + c ct 
l b a + d a 

(0 0 o\ 

\^0 0 OJ' 


Es folgt a = d = b = 0, also c = 0. Die Matrizen sind also linear unabhängig und 
bilden ein Erzeugendensystem von Bild(/). Somit sind sie eine Basis von Bild(/). 
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2. Seien A = ^ ^, B — ^ und C = ^ . Die Matrizen A , B und C 

liegen in V 2 . Wir zeigen, dass (A, B, C) eine Basis von V 2 ist. Dazu seien a, b, c € K 
mit 

K K -.)■(: *.)-(: :)■ 

Dann folgt a = b = c = 0, und somit sind A, B und C linear unabhängig. 

Sei A = ( 011 ° 12 | 6 V 2 . Dann gilt Spur(yl) = au 4- a 22 = 0, also a 22 = —au- Es 
\a 2 i a 2 2 J 

folgt 

A=H “ 12 W““ 7)=anC + a„A + a 21 B. 

\“21 ^22 J \021 —Oli J 

Somit ist (A, B, C ) auch ein Erzeugendensystem von V 2 , imd es folgt, dass (A, B, C) 
eine Basis von V 2 ist. 
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Autgabe 'ö 



also a = 0 und dann der Reihe nach auch 6 = 0 und c = 0. X\,X 2 und £3 sind somit 
linear unabhängig und bilden (ais drei linear unabhängige Vektoren im dreidimensionalen 
R 3 ) eine Basis des R 3 . 
ss 16 



Aufgabe 3 


(a) Wir überfiihren A in Treppennormalform. Dazu addieren wir das 2-fache der ersten 
Zeile zur zweiten und die erste Zeile zur dritten. Wir erhalten 

(i -i i i\ 

0 0 3 3. 

\0 0 2 2 / 

Nun multiplizieren wir die zweite Zeile mit Das ergibt 

(i -i i i\ 

0 0 11. 

\0 0 2 2 / 

Zum Schluss wird noch die zweite Zeile von der ersten subtrahiert und das Doppelte 
der zweiten Zeile von der dritten: 

/I -1 0 0\ 

0 0 11. 

\o o oo/ 

Dies ist die Treppennormalform von A. Um die Lösungsmenge von Ax=0 zu ermit- 
teln, streichen wir mm in der Treppennormalform die Nullzeile imd füllen dann so 
mit Nullzeilen auf, dass die Matrix quadratisch ist und die Pivotelemente auf der 
Diagonalen stehen: 

/I -1 0 0\ 

0 0 0 0 

0 0 11 ' 

K 0 0 0 0 ; 

Nim ersetzen wir die Nullen auf der Diagonalem durch -1 

/I -1 0 0 \ 

0-100 
0 0 11 
^0 0 0 -lj 

und lesen die Lösungsmenge C bzw. eine Basis der Lösungsmenge ab: 




V°/ V-1 ) \0J W 

zu einer Basis von R 4 ergänzt werden. Wir zeigen, dass die 4 Vektoren linear unab- 
hängig sind. Dazu seinen a,b,c,d 6 R mit 


a + c = 0, a = 0,6 = 0, —b + d = 0 

und damit auch a = b = c = d = Q. Also sind die 4 Vektoren linear unabhängig und, 
da 4 linear unabhängige Vektoren in eineni 4-dimensionalen Raum eine Basis bilden, 
auch eine Basis. 


Aufgabe 3 


r= 6 €Kern(/) <=> /( x )=l<iVl C ih i J = 0 ° b = a,c= -2a 


O x= a = a 1 (a € I beliebig) , 
1-2 a 1 - 2 / 


also Kern(/) = ( 1 ) • 1 ist ais einzelner Vektor linear unabhängig, bildet also 

' \ — 2/ 7 \-y 

eine Basis von Kern(/). Dieser Vektor kann durch zwei beliebige Einheitsvektoren aus 

/!\ (0\ 

M 3 zu einer Basis von R 3 ergänzt werden; z.B. sind 1 I . I 0 1 , I 1 I linear unabhängig, 

\-v W W 

(M (°) 

denn aus all +b 0 +c I 1 folgt a+b = 0, a+c = 0, — 2 a = 0, also a = b = c = 0. 

1-2/ Id/ lo/ 


Bild(/). 


0 , 
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Aufgabe 3 

Es ist 



sie bilden also eine Basis von Kern(/). Diese Vektoren können z.B. durch 



zu einer Basis von R 4 ergänzt werden; es ist 



also sind die Vektoren linear unabhängig. Damit bilden 



eine Basis von Bild(/) (was man aber auch direkt hatte zeigen können). 

Es ist dim(Kern(/))+dim(Bild(/))=2+2=4=dim(M 4 ), wie es der Rangsatz aussagt. 
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2. (a) Die Vektoren der Menge Mi sind linear unabhängig. Um das zu zeigen seien 

a, 6, c € R mit 



Es folgt a+26 = 0, — 6 = 0, a — c = 0 und 36+2c = 0. Aus der zweiten Gleichung 
folgt sofort 6 = 0 und damit aus der ersten Gleichung a = 0 und aus der vierten 
Gleichung c = 0. Also sind die Vektoren linear unabhängig. 


(b) Die Vektoren aus der Menge M 2 sind linear abhängig. Um das zu zeigen, benö- 
tigt man eine Linearkombination der Vektoren, die den Nullvektor ergibt und 
in der nicht alle Koeffizienten gleich 0 sind. Entweder findet man diese Line¬ 
arkombination durch Ausprobieren oder rechnet sie aus. Dazu seien a, 6, c € R 
mit 





Es folgt a+26 = 0, —6+c = 0, a — 6+3c = 0 und 56—5c = 0. Hier ergibt sich ein 
lineares Gleichungssystem, das man mit den im Kurs gelernten Methoden lösen 
kann. Man sieht aber auch so ziemlich schnell, dass aus der zweiten und vierten 
Gleichung 6 = c folgt. Das in die dritte Gleichung eingesetzt ergibt a + 26 = 0, 
also genau die erste Gleichung. Eine Lösung dieser Gleichung wäre a = 2 und 
6 = — 1. Mit 6 = c folgt dan auch c = — 1. Und tatsächlich ist 



Damit sind die Vektoren linear abhängig. 



